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{Tendrd una economia de intercambio puro con un horizonte temporal infinito un equilibrio de prevision
perfecta determinado? Cuando hav un ndmero finito de agentes de vida infinita los equilibrios estdn
genéricamente determinados. Esto no es verdadero con generaciones sucesivas de agentes de vida finita. Nos
preguntamos si las condiciones iniclales junto con los requerimientos de convergencia hacia un estado
localmente estacionario determinan una senda de precios de equilibrio. En este marco hay muchas economias
con equilibrios aistados, muchas con un continuo de equilibrios y muchas sin ningtin equilibrio, Con dos o
mds bienes en cada periodo no sdlo ol nivel de precios pucde cstar indoterminade sino que también los
precios relativos. Ademds, tal indeterminacion puede ocurrir con o sin dinero fiduciario y con equilibrios que
sean o no eficientes en el sentido de Pareto.

1. Imtroduccion

Este articulo considera si las economias con horizonte infinito tienen
equilibrios de previsibn perfecta determinados. Esta pregunta es de crucial
importancia. Si en su lugar, los equilibrios estuvieran localmente indetermina-
dos, no s6lo no podriamos hacer predicciones de estatica comparativa, si no
que los agentes en el modelo no podrian determinar las consecuencias de
shocks no anticipados. La idea fundamental de prevision perfecta es que las
expectativas de los agentes deberian coincidir con Ia verdadera sucesion futura
predicha por el modelo; si el modelo no hace prediccioncs determinadas, cl
concepto de previsién perfecta no tiene significado alguno. :

Consideraremos dos casos extremos: el primero con un nimero finito de
consumidores con vida infinita y el segundo ¢on un namero infinito de consu-
midores con vida finita, esto es, un modelo de generaciones sucesivas. En ambos
modelos consideramos economias estacionarias de intercambio puro. No consi-
deramos produccion, ni almacenamiento de bienes entre periodos. Estos mode-
los no son realistas pero son los mas faciles de estudiar. Extonsiones de los
resultados de este articule a modelos con produccion, activos perdurables

* Agradecemos a David Backus, Drew fudenberg, John Geanakopolos, J. 8. Jordan, Andren Mas-
Colell, James Mirrless, Herbert Scarf, y los participantes en los seminarios en MIT, UC Berkeley, UC
San Diego, UCLA, McMaster University, ¢l Federal Reserve Bank de Minneapolis, la conferencia NBER
de Equilibrio General, Northwestern University, marzo de 1982, y los encuentros de la Sociedad
Econométrica Latino-Americana, Ciudad de México, julic de 1982, por los utiles comentarios y
sugerencias.

T. J. Kehoe and D. K. Levine, «Comparative Statistics and Perfect Foresight in Infinite Horizon
Economies», Econemetrica, vol. 53, n.° 2 (March, 1985). Traduccién de Leonardo Medrano (Universidad
Auténoma de Barcelona).



204 CUADERNUS ECONOMICOS DE I C. E. N.° 46 1990/3

infinitamente, y combinaciones de los dos tipos de consumidores son tratados
por Muller y- Woodford [29].

Cuando hay un nimero finito de consumidores de vida infinita, argumenta-
mos que los equilibrios estin genéricamente determinados. Esto es debido a que
el nimero efectivo de ecuaciones que determinan el equilibrio no es infinito,
sino que es igual al niimero de agentes menos uno y debe determinar la utilidad
marginal de la renta para todos los agentes excepto uno. En general, cerca de
un equilibrio, esas ecuaciones son independientes y determinan cxactamente las
incognitas.

Cuando hay infinitas generaciones sucesivas, este razonamiento no funciona:
no necesariamente un nimero infinito de ecuaciones es suficiente para determi-
nar un numero infinito de incégnitas. Consideraremos si las condiciones
iniciales junto con los requerimientos de convergencia cerca de un estado
localmente estacionario determinan una senda de precios de equilibrio. Permiti-
remos dos tipos alternativos de condiciones iniciales. En ¢l primer tipo la
generacion de viejos en el periodo inicial tendra derechos nominales sobre las
dotaciones de la generacion joven. En el segundo tipo la generacion vieja tendra
derechos reales. En la terminologia de Samuelson [31], 1a primera situacién es
con dinero fiduciario y la segunda es sin dinero fiduciario. Este articulo
proporciona un catalogo de ejemplos, todos robustos, de indeterminaciones e
inestabilidades que pueden ocurrir cerca del estado estacionario con ambos
tipos de condiciones: En ambos casos hay muchas economias con equilibrios
aislados, muchas con un continuo de equilibrios y muchas sin equilibrios. Con
dos o mas bienes en cada periodo, no sdlo el nivel de precios puede estar
indeterminada sina también los precios relativos. Es interesante notar que la
indeterminacion tiene poco que ver con la eficiencia en el sentido de Pareto: los
equilibrios pueden estar determinados o indeterminados sin importar si son
eficientes 0 no en el sentido de Pareto.

También consideraremos un experimento conceptual alternativo en el cual
los agentes usan una regla de prondstico que solo depende de los precios
corrientes para predecir los precios del siguiente periodo. Si el estado estaciona-
rio es estable, y si eliminamos cierto caso peculiar, existe una regla dc pronésti-
co de prediccion perfecta. Si hay un continuo de equilibrios, podria haber un
continuo de tales reglas de pronéstico. Aun asi, la derivacion de dicha regla,
evaluada en los precios del estado estacionario, esta localmente determinada.
Esto hace posible hacer estitica comparativa en un entorno del estado estacio-
nario a pesar de la no unicidad local del equilibrio. McCallum [28] ha
argumentado que la indeterminacion puede eliminarse con frecuencia en mode-
los de cxpectativas racionales lincales insistiendo en que los agenics empleen
una regla de prondstico iterativa cerrada que utiliza un conjunto minimal de
informacion. Esta sugerencia tiene en gran parte el mismo espiritu de nuestro
analisis de ;fefglas de pronostico, aunque las diferencias entre los dos marcos de
trabajo soﬁ' o suficientemente amplias para no ser posible una comparacién
cercana. ~

Finalmente, contrastamos la determinaciéon en €l modelo con un nuimero
finito de agentes con vida infinita con la indeterminaciéon en el modelo de
generaciones sucesivas. Aunque fos modelos y los experimentos conceptuales
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que hacemos parecen hastantes diferentes en los dos casos, siguiendo a Barro
[4], argumentamos que ¢l modelo con vida infinita puede entenderse como un
modelo de generaciones sucesivas con herencias,

De ninguna manera somos los primeros en estudiar los problemas analiza-
dos en este articulo. Liscutiremos entonces brevemente la relacion de nuestros
resultados con algunos de los que han aparecido previamente:

Que un modelo de generaciones sucesivas pueda tener un continuo de
equilibrios es bien conocido. Samuelson [31] mismo ha sefialado los problemas
al contar ecuaciones e incognitas en este tipo de modelos. Gale [16] ha
proporcionado un analisis completo del modelo de generaciones sucesivas con
un Gnico consumidor con dos periodos de vida en cada generacion y un bien en
cada periodo. En tal modelo encuentra que la indeterminacion esti siempre
asociada con las condiciones iniciales que permiten derechos nominales: si no
hay dinero fiduciario, entonces el equilibrio estd siempre determinado. Aun
cuando hay dinero fiduciario, cualquier indeterminacion es a lo sumo unidimen-
sional; en otras palabras, si hay indeterminacion, el equilibrio puede indexarse
con un solo niimero, por ¢jemplo, el precio del dinero fiduciario. Balasko y
Shell [2] han extendido estos resultados a un modelo en el cual hay muchos
bienes en cada periedo pero un solo consumidor que vive dos periodos en cada
generacion con una funcién de utilidad Cobb-Douglas. En contraste con esos
resultados, nuestro analisis indica que la indeterminacién en modelos mas
generales no depende de la exisiencia de dinero fiduciario ni es necesariamente
unidimensional; aun si un indice de precios relativos para el stock de dinero es

exogenamente fijado, los precios relativos de los bienes dentro de un periodo-

podrian estar indeterminados.

Burmeister, Caton, Dobell y Ross [8] han investigado las posibilidades de
indeterminacién en modelos de crecimiento con bienes de capital heterogéneos.
Su analisis es similar al de este articulo en el sentido de que ellos consideran un
sistema linealizado cerca de un estado estacionario y se preguntan si la
convergencia hacia ese estado estacionario asegura la determinacion. Su analisis
difiere del nuestro en que el comportamiento del ahorro de los consumidores
esta exoégenamente dado en lugar de resultar de la maximizacion de la utilidad y
de prevision perfecta. Nuestro analisis indica que la maximizacion de la utilidad
y la previsién perfecta eliminan la indeterminacion cuando hay un numero
finito de agentes con vida infinita. AGn en economias de generaciones sucesivas
se imponen algunas restricciones sobre la indeterminacion potencial haya o no
derechos iniciales nominales. Incidentalmente, aunque indeterminaciones de
mas de una dimension parecen posibles dentro del marco de Burmeister et al.,
ellos no lo mencionan: todas las indeterminaciones que discuten son unidimen-
sionales.

Calvo [9] ha construido ejemplos sencillos de indeterminaciones similares a
las discutidas por Burmeister et al. Su modelo difiere del de ellos en que el
comportamiento del ahorro surge de ta maximizacion de la utilidad de los
consumidores de generaciones sucesivas con prevision perfecta. La indetermina-
cidn en esos ejemplos sigue siendo unidimensional y esta indexada por el precio
de un activo tal como tierra o capital.

McCallum [28] recientemente ha tratado de poner la discusion de la
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indeterminacion en perspectiva, argumentando que la indeterminacion «es
simplemente un aspecto ineludible de modelos dindmicos que involucran ex-
pectativas, aspecto que no es basicamente atribuible al supuesto de raciona-
lidad». En particular, él afirma que ni siquiera el supuesto de un nimero fi-
nito de agentes con vida infinita puede climinar la posibilidad de indetermina-
cion, Basa su afirmacion en un modelo construido por Calvo [10] en el que los
balances de dinero real entran en las funciones de utilidad y en las funciones de
produccion, pero donde la oferta de dinero es fijada por el gobierno en términos
nominales. El analisis de! modelo con un nimero finito de consumidores con
vida infinita presentado en este articulo deberia aclarar algunas dudas sobre
esta afirmacidn.

Usando analisis no estandar, Brown y Geanakopolos [7] han investigado
independientemente la posibilidad de mndeterminaciones de dimensién n — 1 en
un modelo de generaciones sucesivas no estacionario sin derechos nominales.
Sin embargo, sus aproximaciones y resultados son bastante diferentes de los
nuestros para permitir una comparacion cercana.

Finalmente, los propios autores han esctito algunos otros articulos muy
relacionados con el presente: Kehoe y Levine [22], proporcionan un analisis de
regularidad riguroso del modelo de generaciones sucesivas; algunos de los
resultados técnicos de ese articulo son utilizados aqui. Una version anterior de
este articulo, Kehoe y Levine [19], contiene el analisis de regularidad para el
caso de consumidores con vida infinita. Kehoe y Levinc [21] analizan el caso
especial de un modelo de generaciones sucesivas con un consumidor representa-
tivo con dos periodos de vida y con preferencias separables en cada generacion.
Balasko y Shell [3] v Geanakopolos y Polemarchakis [17] también han
sefialado que para este caso pueden obtenerse resultados fuertes de defermina-
cion. En otro articulo, Kehoe y Levine [20] argumentan que los resultados
obtenidos a partir del caso de dos periodos separables no es generalizable. Alli
se proporciona un contraejemplo con un consumidor representativo, con
preferencias separables, que vive tres periodos.

2. Kl modelo con un nidmero finito de agentes

Empezamos analizando una economia de intercambio puro con un nimero
finito de agentes quc consumen durante un nGmero infinito de periodos. En
cada periodo hay n bienes. Cada uno de los m consumidores diferentes es
especificado por una funcién de utilidad de la forma Z2 o¥iudx]) y un vector de
dotaciones iniciales w' que es igual en cada periodo. Fn este caso { > p.>0es
un factor de descuento. Haremos los siguientes supuestos sobre u; y w;

SUPUESTO a.l (diferenciabilidad): u;:R% , - R es €2

SUPUESTO 2.2 (concavidad estricta) D%u(x) es negativa definida para
toda xeR", ..

SUPUESTO a.3 (monotonicidad): Du(x) > 0 para toda xeR", .

SUPILIESTO a4 (dotaciones estrictamente positivask wieR% |, iw 1,.,m.

SUPUESTO a.5 (acotamiento); | Dugx.}| — oo cuando X, —+ x donde alguna
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=0, j=1....n. Dulx)x estd acotada, sin embargo. para toda x en cualguier
subconjunto acotado de R”, ..

Seria posible extender nuestro analisis a tipos de preferencias mas generales
que no requieran de separabilidad aditiva, tal como las descritas por Koop-
mans, Diamond y Williamson [23]. No intentaremos hacerlo aqui.

Sea p, = (pf, ..., pI) ¢l vector de precios prevaleciente en el periodo ¢. Cuando
se enfrenta con una sucesion {py, py,..; de vectores de precios estrictamente
positivos, el agente i escoge una sucesion de vectores de consumo {xp, Xi,..}
que resuelve el problema

=
=
v
&

max !;0 Yiu(x}) sujeto a ‘;0 pixt < 2P (2.1)

=0

El propésito de los supuestos a.1-a.5 es asegurar que, para cualquier sucesion de
precios, este problema tiene una solucién que es estrictamente positiva y que
satisface la restriccion presupuestaria con igualdad. El supuesto a.5 garantiza
que las curvas de indiferencia de los consumidores resulten paralelas al hiper-
plano de coordenadas al movernos hacia la frontera del ortante positivo. Es
éste el supuesto que elimina las soluciones de esquina. Las condiciones necesa-
rias y suficientes para que {xh, xi,..} resuelva (2.1) som:

y'Du(x}) = wp, para alguna 1, >0 (t=0,1,.) (2.2)
o0 . o0
Y opixi= Y piw! (2.3)
t=0 t=0 .

Un equilibrio (de prevision perfecta) de esta economia estd definido por una
sucesion de precios {pg, p,,..} Yy una sucesion de vectores de consumo
[x}, x%, ...} para cada agente, i = 1,...,m, que satisface las siguientes condiciones:

CONDICION e.l: Para cada agente i {x}, x,..} resuelve (2.1).
CONDICION e2: ) xj= Y w,t=0,1,..
i=1

i=1
Para encontrar ¢l equilibrio cn csta cconomia utilizamos una aproximacion
desarrollada por Negishi [30] y Mantel [24] para un modelo con un niamero
finito de bienes. Siendo 4, i = 1,..,m, algunas ponderaciones de bienestar
estrictamente positivas, definimos el problema de maximizaciéon del bienestar

max Y 4, Y yudxl) sujetoa Y x < Yw(=01.), x>0 (24
=1

i=1 t=40 =1

De nuevo, los supuestos a.l-a.5 garantizan que este problema tenga una
solucion estrictamente positiva y que satisfaga las restricciones de factibilidad
con igualdad estricta. Las condiciunes necesarias y suficicntcs para una solucion
SOm:
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ApiDufx) = p, (i — 1,.,m) (2.5)

para alguna p, >0 (t=0,1,..),

ii xi= :i wo(t=0,1,.) (2.6)

=1

Una succsion de asignacivnes es optima en el sentido de Pareto si y sélo
si resuelve el problema (2.4). Notese que la condicién e.2 y (2.6) son las mis-
mas y, ademas, si definimos 1, = 1/p, entonces (2.2) y (2.5) también son las
mismas. En otras palabras, una asignacién eficiente en el sentido de Pareto y los
multiplicadores de Lagrange asociados {Po, P;»...] satisfacen todas nuestras
condiciones de equilibrio excepto, posiblemente, (2.3). Entonces el problema de
encontrar un equilibrio resulta un problema de encontrar las ponderaciones de
bicnestar correctas 4, f = 1,..,m, de tal manera que se satisfaga (2.3).

Sean p(A) y x{4) las soluciones a (2.5) y (2.6). La concavidad estricta de u;
asegura que p, y x, estan definidas univocamente y que son continuas. Para
cada agente definimos la funcién de exceso de ahorro

s = 3 piywt — xi) )

Usando los supuestos a.l y a.5 podemos mostrar que la suma infinita en
(2.7) converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de R7, y, por
consiguiente, que s, estd bien definida y ¢s continua.

Es facil verificar que las funciones s{4) son homogéneas de grado uno y que
suman cero. De hecho, las funciones s{A)/A; tienen propiedades matematicas
idénticas a las que tienen las funciones de exceso de demanda de una economia
de intercambio puro con m bienes. Un argumento estindar implica la existencia
de un vector de ponderaciones de bienestar 1 tal que

s(A) = 0 {2.8)

Llamaremos a este vector A un equilibrio, puesto que nuestros argumen-
tos anteriores aseguran que cuando resclvemaos el problema de maximizacion del
bienestar (2.4) usando A como ponderaciones de bienestar la solucidn es una
asignacion de equilibrio. A la inversa, un equilibrio est4 asociado con un
vector A

PROPOSICION 2.1: Si la economia ((u;,y, w,i =1, ..., m) satisface los
supuestos a.1-a.5, entonces existe un equilibrio y cada equilibrio estd caracterizado
por ponderaciones de bienestar A, i = 1,..,m, que satisfacen (2.8).

Hemos reducido las condiciones de equilibrio para el modelo con un
niimero finito de consumidores a un nimero finito de ecuaciones con el mismo
namero de incognitas: la homogeneidad de s implica que una de las variables A
es redundante. El que las s(4) sumen cero, sin embargo, implica que pode-
mos ignorar una de las ecuaciones s{i) = 0. Para hacer analisis de regula-
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ridad debemos poder asegurar que s es continuamente diferenciable. Para hacer
esto tan sencilio como sea posible, imponemos el siguiente supuesto adicional
sobre u;

SUPUESTO a.6: Du,D?u ! es acotada sobre subconjuntos acotados de R ,.

Supongamos, por -éjemplo, que u; es homogénea de grado 0 < o < L.
Entonces el supuesto a.6 se satisface puesto que Du(x)Du(x)"!'= (&, — 1)x.
Notese, sin embargo, que el supuesto a.6 permite sustancialmente preferencias
mas generales. Un supuesto como tal es necesario para asegurar que las
derivadas de u; estan bien comportadas aun cuando x! se acerca a 0. Una
demostracién de la siguiente proposicion puede cnvontrarse ¢n Kehoe ¥ Levine

[19].

PROPOSICION 2.2: Si la economia ((u,y, w), i = 1,.., m) satisfuce los
supuestos a.l-a.6, entonces s es continuagmente diferenciable para toda A > 0.

Una economia regular ((u, y, w'), i = 1, .., m) esta definida como una econo-
mia que satisface los supuestos a.1-a.6 y la restriccion:

SUPUESTO r.1 Ds(4) tiene rango m — 1 en todo equilibrio A.

Este concepto de economia regular es analogo al desarrollado por Debreu
[12] para economias de intercambio puro con un nimero finito de bicnes. Si
una economia es regular entonces el teorema de la funcion inversa implica que
tiene un namero finito de equilibrios aislados. El teorema de la funcion
implicita implica que esos equilibrios varian continuamente con los parametros
de la economia. Ademas, el teorema del indice topoldgico introducido en
economias por Dierker [15] puede utilizarse para contar el nimero de equili-
brios de tales economias.

La atraccion del concepto de regularidad esta cnaltccido por su generalidad:
casi todas las economias son regulares. Supongamos que parametrizamos el
espacio de economias ((u;, y;, w"),i = 1,..,m) permitiendo que las dotaciones
varien mientras que conservamos su suma, w = L2 ,w', constante, v fijando las
funciones de utilidad y los factores de descuento. Permitir que las dotaciones
iniciales varien y conservando su suma fija nos permite variar s,(A) conservando
fijas pfd) y x;.

PROPOSICION 2.3: Las economias regulares forman un conjunto denso
abierto de medida total en el espacio de economias parametrizadas por las
dotaciones.

La demostracion de esta proposicion, dada por Kehoe y Levine [19], es una
aplicacién directa del teorema de transversalidad de topologia diferencial.
Puede extenderse facilmente a una demostracion de que las economias regulares
forman un subconjunto denso abierto del espacio de economias donde las
linicas restricciones son los supuestos a.l-a.6 si somos cuidadosos al dar a este
gspacio una estructura topologica.
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3. El modelo de generaciones sucesivas

Analizaremos ahora una economia con un nimero infinito de agentes de
vida finita, un modelo d¢ gencracioncs sucesivas estacionario que generaliza el
introducido por Samuelson [31]. De nuevo hay » bienes en cada periodo de
tiempo. Cada generaciéon 0 < ¢ < oo es idéntica y consume en los periodos ¢ y
t + 1. Las decisiones de consumo y ahorro de los (posiblemente muchos
tipos diferentes de) consumidores en la generacion ¢ estin agregadas en las
funciones de exceso de demanda WP: Py+1) en el periodo ¢ y z(p, p,.,) en el
periodo ¢ + 1. El vector p, = (p}, ..., p") denota los precios que prevalecen en el

periodo ¢. Suponemos que los excesos de demanda satisfacen 1os siguientes
supuestos:

SUPUESTO A.1 (diferenciabilidad): y, z:R2", - R" son funciones %*.
SUPUESTO A2 (ley de Walras): py(p, p,. 1) + Piv 2(Po Pes 1) = O.
SUPUESTO A3 (homogeneidad): y y z son homogéneas de grado cero.
SUPUESTO A.4 (acotamiento): [[{(¥(g,), z(g,))|| - co cuando q, — g donde

algunas, pero no todas de las ¢/ =0, j = 1,.., 2n. (. 2) estd, sin embargo, acotada
inferiormente para toda qe R%",.

Debreu [13] y Mas-Colell [26] han mostrado que el supuesto A.1 impone
relativamente poca pérdida de generalidad. El supuesto A.2 implica que hay
algunos medios de contratacién entre generaciones de tal manera que cada
consumidor se enfrenta a una restriccidén presupuestaria ordinaria en los dos
periodos de su vida. Como mostraremos despusés, esto significa que la economia
tiene un stock constante (posiblemente cero o negativo) de dinero fiduciario. El
supuesto A.4 es un supuesto de acotamiento estandar. Es usado para garantizar
la existencia de estados cstacionarios interiores. Muller y Woodford [29] han
extendido el anilisis presentado en este articulo al permitir bienes libres; aqui
no intentaremos hacerlo de esta manera.

Notese que solamente consideramos economias de intercambio puro v
consumidores con dos periedos de vida. Permitimos, sin embargo, muchos
bienes y tipos de consumidores, y el caso de consumo multiperiodo puede
reducirse facilmente al caso que estamos considerando: si los consumidores
viven m periodos, simplemente redefinimos las generaciones de tal manera que
los consumidores nacidos en los periodos 1,2,..,m ~ | sean de la generacion 1,
los consumidores nacidos en los periodos m,m + 1,..,2m — 2 sean la genera-
cion 2, y asi sucesivamente. En esta reformulacion cada generacién se solapa
solo con la siguiente generacidon. Notese que €l nimero de bienes en cada nuevo
periodo definido, y el nimero de consumidores en cada nueva generacion
definida, se incrementa por un factor de m — 1. Ver Balasko, Cass y Shell [1)
para una descripcion detallada de este procedimiento,

La economia empieza en el periodo 1. El exceso de demanda de la gente
vieja (generacion 0) en el periodo 1 es zy(a, p,) donde a es el vector de
parametros que representa la historia pasada de la economia. Un equilibrio (dc
prevision perfecta) de una economia (z,, y, 2z) que se inicia en a esta definido
como una sucesion de precios {p,, p,, ..} que satisface las condiciones siguientes:

J




ESTATICA COMPARATIVA Y PREVISION PERFECTA EN ECONOMIAS CON HORIZONTE INFINITO 211

CONDICION E.1: zg(a, p1) + ypy, pa) = 0.
CONDICION E.2: z(p,_ 1, p) + ¥ppPir ) =0, £ > 1.

Una vez que p, y p, estn determinados la condicion E.2 actila como una
ecuacton en diferencias no lineal que determina todos los precios futuros.
Nuestro objetivo principal es analizar hasta qué punto E.1 determina los
precios iniciales p, y p,. La siguiente seccion estudia el papel de las condiciones
iniciales z,, y a. Sin embarpo, ignoraremos por ahora E.1 y enfocaremos nuestra
atencion en la ecuacion en diferencias E.2.

Definimos un estado estacionario de E.2 como un vector de precios
(p, BpYe R%",. que satisface

z(p, Bp) + ¥{(Bp. B*p) = z(p, fp} + ¥(p, p) = 0 (3.1)

En otras palabras, si el vector de precios p prevalece siempre, y €l nivel de
precios crece en f en cada periodo, los mercados siempre se vacian. En este caso
1/8 — 1 es la tasa de interés del estado estacionario. En el caso general, Kehoe y
Levine [22] resaltan gue para una normalizaciéon de precios hay un nimero
finito de estados estacionarios.

Nuestro interés en este articulo estd en lo que sucede cerca del estado
estacionario. Sea (p, fip) un estado estacionario, y sea U < R3", un cono abierto
que contiene a (p, fp). Es conveniente definir g, = (p,, p,+,) ¥y ver a E2 como la
ecuacion en deferencias de primer orden :

2(g;- ) + Mg) =0, t>1 (3.2)

Llamamos a una senda {q,,q,...} que satisface las condiciones E.1 y E.2
localmente estable con respecto a g = (pfp) v U si gelU vy
lim,, ., 4./l = a/llq]|. La pregunta que estamos tratando de contestar es si hay
o no una determinada senda de precios que satisfaga las condiciones E.1y E2 y
que sea localmente estable. .

Una razon para restringir nuestra atencion a estabilidad local s gue cs «l
caso mas sencillo de estudiar. Las sendas de precios estables son también los
equilibrios de prevision perfecta mas plausibles. Si los equilibrios son conver-
gentes hacia un estado estacionario cercano entonces los agentes pueden
calcular los precios futuros usando solamente informacion local. Si los precios
no van hacia el estado estacionario, entonces los agentes necesitan informacion
global v computadoras muy grandes para calcular los precios futuros. Notese
que, si el equilibrio esta indeterminado en el sentido restrictivo de que un
continuo de equilibrios converja a un estado estacionario, esta indeterminado
en un sentido mas amplio. Por otra parte, aun si el equilibrio esta determinado
en un sentido restrictivo podria haber un continuo de equilibrios que se
saldrian del entorno del estado estacionario.

Podemos linealizar E.2 alrededor de un estado estacionario (p, p), resul-
tando

D.z(p, - — B D)+ Doz + B D ) — BE)+ BT Doy(pes — B 1) =0 33
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Aqui todas las derivadas estan evaluadas en el estado estacionario (p, fp), y
usamos (3.1) y el hecho de que las derivadas de los excesos de demanda son
homogéneas de grado menos uno. Nuestro supueste A.3 de homogeneidad nos
permite escribir (3.3) como

DlZPu_u.l + Dz + §7'D\y)p, + ﬂ_iDzyle =0 (3.4)

Si se satisface la siguiente condicién de regularidad, entonces (3.4) define una
ecuacion lineal en diferencias de segundo orden.

SUPUESTO R.1: D,y(p, fp) es no-singular en todos los estados estaciona-
rios (p, fip).

De nuevo, fijando ¢, = Gg,., donde

0 I
G = 3.5
[—ﬁDzy_lDlz —D,y ' (BD,z + Dly):l %)

La homogeneidad implica que Gg = g donde ¢ = (p, Bp); en otras palabras,
G tienc un valor propio igual a . La ley de Walras implica que
p'[—BDzDyy}G = p'[ - BD zD,y); en otras palabras, G tiene un valor propio
igual a la unidad. Supondremos que G también satisface la siguiente restriccion
de regularidad: »

SUPUESTO R.2: G es no singular y tiene valores propios distintos; ademds,
los valores propios tienen el mismo modulo si y sélo si son complejos conjugados.

Consideremos la ecuacion en diferencias q, = (1/5)Gg,_,. El vector de
precios g de] estado estacionario es un punto fijo de esta ecuacion en diferen-
cias. Sea n° el nimero de valores propios de (1/8)G que caen dentro del circulo
unitario, esto es, aquellos cuyo modulo es menor que la unidad. Estos corres
ponden a los valores de G que caen dentro del circulo de radic 8. Un teorema
estandar de ecuaciones lineales en diferencia implica que el conjunto de
condiciones iniciales ¢, tal que ¢, = Gq,., tiene lim,. . q./lq.ll = ¢/llg|l es un
subespacio de dimension »* + 1, ¥, de R*® (ver Irwin [18], pp. 151-154 y Xchoe
y Levine[22]). La dimension extra que se muestra se debe a la homogeneidad:
Si g, es tal que lim, ., g,/q,]l = 4/|lq]|, entonces asi es para fq, para cualquier
8 + 0. El subespacic V, esta generado por los n® vectores propics de G asociados
con los valores propios que pertenecen al circulo de radio 8 y el vector propio g
asociado con el valor propio $.

El teorema de 1a funcion implicita implica que, si se satisface el supuesto R.1,
entonces podemos resolver la condicion E.2 para encontrar una ecuacién no
lineal en diferencias g, = g(q, ,) definida para un cono abierto U que contiene a
g. Naturalmente, Dg(q) = G. Sea W, el subconjunto de condiciones iniciales
g, €U tal que lim,, , q,/|l9,]l = g/|/g|. BEn otras palabras, dado (p,, p;) podemos
encontrar una senda en U que converge al rayo proporcional a (p, fp) si y s6lo
st (py, p2)e W, La relacion entre V, y W, esta dada por el siguiente teorema:

PROPOSICION 3.1: W, es una variedad de dimension n° + 1 con espacio
tangente a q igual a V.
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Este resultado osta demostrado por Kehoe y Levine [22]. Que ¥, seu ¢l
espacio tangente de W, en ¢ justifica nuestra intuicion acerca de (3.4) como una
aproximacion lineal para E.2: Dice que la mejor aproximacion lineal a W, en g
es el conjunto afin V, + {q}.

Para establecer la proposicion 3.1 necesitamos los supuestos de regularidad
R.1-R.2. Estos pueden justificarse mostrando que se cumplen para casi todas las
econonias, en otras palabras, que s¢ cumplen para un subconjunto denso
abierto del espacio de economias. Esto es hecho por Kehoe y Levine [22]. Esto
significa que cualquier economia regular puede aproximarse por una economia
que satisfaga los supuestos R.1-R.2 y que cualquier perturbacion ligera de una
economia que satisface R.1-R.2 sigue satisfaciéndolos.

Hemos remarcado que G tiene una raiz ignal a § y una raiz unitaria.
JEstamos justificados al suponer que no satisface ninguna otra restriccidn? ;No
podria darse el caso, como, por ejemplo, en control 6ptimo, que la mitad de los
valores propios de ( caiga dentro del circulo unitario y la otra mitad caiga
fuera? Kehoe y Levine [19] muestran que para cualquier »* que satisface
2n — 1 2 n* 2 0, existe un conjunto abierto de economias que tienen un estado
estacionario con »® raices dentro del circulo de radio # y 2n — n® — | raices
fuera del circulo de radio . Adicionalmente, los trabajos de Mantel [25] y
Debreu [14] muestran que para cualquier exceso de demanda (y, z) y cualquier
subconjunto compacte de R2", podemos encontrar una generacidon de 2n
consumidores con preferencias bien comportadas cuyos excesos de demandas
agregadas (y*, z*) concuerdan con (y, z) sobre ese subconjunto. Mas-Colell [27]
ha mostrado que podemos escoger este subconjunto compacto y (y*, z*) tal que
todos los estados estacionarios de (y, z} e (y*, z¥) estén contenidos en el interior
de este subconjunto. Puesto que estamos interesados solamente en los entornos
de estados estacionarios, podemos entonces considerar a A.1-A.4 como exhaus-
tivos para todas las restricciones puestas sobre los excesos de demandas por el
supuesto de maximizacion de utilidad por consumidores heterogéneos. Una
demostracion formal de este punto estd dada por Kehoe y Levine [22].

4. Determinacion del equilibrio

El exceso de demanda de la generacion O en el periodo 1 es zy{a, p,). El
vector a representa la historia del sistema. Nuestro experimento conceptual es:
prior a t — 1 la economia estd en algupa senda de precios. Repentinamente,
después de que la generacion cero hace sus decisiones de ahorro, pero antes de
que p, sea determinado, ocurre un shock no anticipado. No ocurren mas
shocks, y a partir de aqui las expectativas se satisfacen, aunque no hay razon
por la cual las cxpectativas de la generacién cero sobre p, se satisfagan.
;Determinan las condiciones de equilibrio E.1 y E.2 una Onica senda hacia el
nuevo estado estacionario, al menos localmente? Si es asi, podemos hacer
estatica comparativa, evaluando el impacto del shock no anticipado. Si no e¢s
asi, es cuestionable que los agentes pudieran deducir en cual de las muchas
sendas de prevision perfecta estarian ellos.
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Notese que ésta no es la finica pregunta que podemos hacer. Podemos
inquirir si para una senda de prevision perfecta dada tendiendo hacia menos
infinito hay una unica extensién hacia mas infinito. Creemos que la respuesta a
esta pregunta es, en general, si. O podriamos preguntar si las sendas de precios
{.sP~1:Po» P1, -+} que son sendas de prevision perfecta son unicas localmente,
Creemos que hay un -gran conjunto de economias para el cual la respuesta a
esta pregunta es si, y que hay un conjunto igualmente grande para el cual la
respuesta es no. Sentimos que la pregunta yue hemos sefiatado es ia mis
interesante, sin embargo, y que de estas preguntas la tnica relevante para ¢l
trabajo aplicado. Otra pregunta relevante €s, por supuesto, como manipular
sendas de precios que no estin cerca de estados estacionarios. Como lo hemos
mencionado, sin embargo, no es claro que la pevision perfecta sea una buena
hipotesis en tales casos.

Con este experimento conceptual en mente, podemos ahora ver el papel
represcntado por el vector w: representa los derechos sobre los consumos
actuales que tiene la gente vigja basados en sus decisiones de ahorro hechas en
el periodo 0. Definase la oferta monetaria y = Pize(a, py) como los derechos
nominales de la gente vieja. Obsérvese que en equilibrio p), ¥p,, ps) = —pu, por
la ley de Walras p,z(p,, p,) = p, en equilibrio Pavps, pa} = —p, v asi sucesiva-
mente. Por consiguiente, 4 es el ahorro neto nominal fijo de la economia para
todo ¢l tiempo; esto s, suponemos que no hay intervencién gubernamental en
los mercados de dinero.

En el estado estacionario tenemos f'p'z(p, fp) = u y B'p'vip, Bp) = — pn. Hay
dos casos de interés. El caso nominal tiene i # 0. En este caso debe ser que
B = 1. Gale [16] llama a los estados estacionarios de este tipo estados estacio-
narios de regla de oro. Esto es debido a que la solucion del estado estacionario
nominal es la solucion de un problema de maximizacién de una suma ponde-
rada de las utilidades individuales sujeta a la restriccion de consumo estaciona-
rio sobre ¢l tiempo. Alternativamente, en el caso real u = 0. Gale se refiere a los
estados estacionarios de este tipo como estados estacionarios eguilibrados. En
este caso si f =1 entonces y(p,p}+ 2(p,p) =0 y p'Wp,p) = 0, las cuales son
tipicamente n ecuaciones en las n — 1 incognitas p; por tanto, # = 1 es solo por
coincidencia. Asi, cuando = 0 ¢l caso mas interesante es que B # 1. Usando
un teorema de indices, Kehoe y Levine [22] prueban que hay, en general, un
niimero impar de estados estacionarios de cada tipo, los cuales, por supuesto,
implica la existencia de un estado estacionario de cada tipo.

Suponemos primero que los derechos estan denotados en términos nomina-
les. No podemos asumir que ¢l exceso de demanda de los viejos z4(a, p,) es
homogéneo de grado cero en p,. Suponemos, sin embargo, quc a ¢s un clemento
de un subconjunto abierto A de un espacio vectorial de dimension finita y que
se cumplen los siguientes supuestos:

SUPUESTO 1.1 (diferenciabilidad): z,:AXR" , — R® es una funcién €*.
SUPUESTO 1.2 (homogeneidad): z, es homogénea de grado cero en a y p,.

Sea g = (g, Bq) el estado estacionario después del shock. Hacemos el siguien-
te supuesto.
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SUPUESTO L3 (estado cstacionario):  Existe a,#0 tal que
Zo(d0, P) + ¥(p, Bp) = 0.

En otras palabras cuando g = a4y estamos en un estado estacionario, Nues-
tra meta es analizar lo que pasa cuando ||g — 4| es pequeiio. Es posible hacer
varias interpretaciones de este supuesto: prior a t = 0 la economia estaba en o
cerca de un estado estacionario ¥y un shock temporal la desplazé. Alternativa-
mente, ocurrid un shock permanente y el estado estacionario por si mismo se
desplazé ligeramente. Todo lo que es necesario es que haya algin estado
estacionario cercano,

Para analizar el impacto del shock, observamos que los precios {p,, p,) estan
determinados por la condicién E.l. Usando la homogeneidad de z,, podemos
lincalizar E.1 cerca del estado estacionario para encontrar

(Dazo + Dy)p, + D zqa + Dyyp, =0 4.1)
R.1 implica que podemos resolver (4.1) para p, como
P2 = D3y 'Dyzo+ Dyy)p, + D,y 'D,zpa (4.2)

o, introduciendo, como antes, ¢, = Py, pa)

a 0 I a
= I, = _ - 43
1 [P1:| [—Dzy Dz, =Dy " Y(Dyzy + D]J’][Pl] “3)

Sea U,  R% , la proyeccion natural de U sobre sus primeras n coordena-
das. El teorema de la funcién implicita implica que en un entorno del estado
estacionario conseguimos una solucién correspondiente a la ecuacion no lineal
E.1, g1 = la, p,), definida para p, e U 1, A€ A4, con Di(ag, p) = L. Preguntamos si,
para ae 4 dada, hay una g, = (p,, p,) inicial tnica que satisfaga E.1 y tenga una
extension a una senda de precios {q,, q,, ..} en U que satisfaga E2 y converja a
algiin punto en el rayo del estado estacionario. El resultado de la Gltima scccidén
implica que la pregunta matematica correspondiente es que: si, para a dada, hay
una unica p, tal que a,p,)e W,

Consideremos primero el problema lineal. Para ae A (4.3) define un subes-
pacio afin de dimension n de R*. La version linealizada de W, es V, la cual es
n* + 1 dimensional. Esperariamos, en general, que estos espacios se intersecten
en un espacio lineal de dimension n + (n° + 1) = 2n = n* + 1 — n. Suponemos,
de hecho, que L satisface el supuesto siguiente:

SUPUESTO IR.1: L es de rango 2n.

Notese que este supuesto requiere que 4 sca al menos de dimensidén n, en
otras palabras, que haya al menos n maneras independientes de impactar la
economia. El teorema de transversalidad de topologia diferencial puede tradu-
cirse en el siguiente resultado:

PROPOSICION 4.1: Sea S, el conjunto de peU, tal que l(a,p,)e W, Para
casi toda a€ A el conjunto S,, si es no vacio, tiene dimension W + 1 — n,
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En otras palabras, lo que en general esperamos del sistema lineal es casi
siempre verdadero en el sistema no lineal. Aqui usamos casi todo para medir un
subconjunto denso abierfo de 4 cuyo complemento tiene medida cero. Si
n*+ 1 —n <0, esto significa que no hay una p,eU con [a,p)eW. Si
n* + 1 —n >0, sin embargo, puede tener esta dimension o ser el conjunto vacio.
1.2 implica que S, en-no vacio. Si podemos asegurar que / es transversal a W, en
¢, entonces la condicién de estabilidad estructural de la transversalidad impli-
caria que S, en no vacio para toda a suficicntcmente cercana a a,. Hacemos ¢l
siguiente supuesto;

SUPUESTO IR.2: La matriz de dimension 2n x (n + 1 + )

I
- g, Uy, ey Ups
|:“-D2y YDyzo + Dyy)| " "]

tiene rango fila completo siempre que n + 1 + n* = 2n donde q,v,, ..., v, son los
vectores propios de G que generan V,

Las primeras n columnas de esta matriz generan el espacio tangente de la
variedad de vectores ¢, que satisface ¢, = ia, p,). Las n* + 1 columnas finales
generan V,, que el espacio tangente W,. Para n° + 1 — n > 0 esto dice que / es
transversal a W, cn q.

Del mismo modo que nuestras condiciones de regularidad anterior, los
supuestos IR.1 e IR.2 son generales: dada una y que satisface R.1, puede
demostrarse facilmente que estas condiciones se cumplen para casi toda z.. Bajo
los supuestos IR.1 ¢ IR.2, podemos distinguir tres casos:

(i) n*<n-1. En este caso, para casi toda a, §, es vacio. En otras
palabras, no hay sendas estables localmente. Llamamos a (p, 8p) un
estado estacionario inestable. Para la mayoria de las condiciones
iniciales el comportamiento asintotico del sistema es el no alcanzar el
estado estacionario. Tales estados estacionarios no son muy intere-
santes, Son inalcanzables.

(i) »=n—1. En este caso, las sendas de equilibrio localmente estahles
son unicas localmente y, en un entorno suficientemente pequefio son
efectivamente Gnicas. Este es el caso en el que podemos hacer estitica
comparativa y en el cual la prevision perfecta es una descripcion
plausible del comportamiento. Este es un estado estacionario deter-
minado.

(ili) »*>n - 1. En este caso hay un continuo de sendas estables local-
mente. El estado estacionario esta indeterminado. La estatica compara-
tiva es imposible y la previsién perfecta implausible.

Hay grandes conjuntos de economias (conjuntos no vacios abiertos de
economias) que tienen estados estacionarios de cualquier tipo deseado: inesta-
ble, determinado o indeterminado. Entonces, ninguna de esas posibilidades es
de ninguna forma degenerada.

Consideremos el argumento en el que conseguimos indeterminacion debido
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a haber pedido mucho: Como z, no ¢s homogénea demandamos que el nivel de
precios sea determinado por las condiciones iniciales. (Es posible que esta
indeterminacion unidimensional sea la (nica posible a partir de la indetermina-
ciéon? No. Si n?2 + 1 —a > 1, §, tiene dos o mas dimensiones, implicando que
hay precios relativos indeterminados.

Regresamos ahora al caso de condiciones iniciales reales. El cambio en el
experimento conceptual cae en z,: es homogénea de grado cero en p, y satisface
la ley de Walras: p,z,(a, p;) = 0. Como u = 0, el vector de precios iniciales debe
satisfacer p,y(p;, p,) = 0. Esta restriccion define una variedad de dimension
2n — | en algan entorno del estado estacionario (p, fp) si (p, Bp) es un punto
regular de p,y(py, p3), cn otras palabras, si (' -+ p'D,y, p'D,y) no se desvanece en
(p, Bp). Esto, sin embargo, se sigue inmediatamente de R.1. Llamamos a esta
variedad la variedad real y la denotamos como (,. Su espacio tangente en
(p. Bp) esta formado por los vectores (p;,p;) dque satisfacen
(¥ + p'D,y)p, + p'D,yp, = 0. Diferenciando la ley de Walras con respecto a p,
establecemos que ) + p'D,y + fp'D,z = 0 en (p, Bp). Por consiguiente, la
condicion que define ¢l espacio tangente de @, puede expresarse como

pl—$8Dz Dyy] [” ‘] =0 (4.4)
P2

La estabilidad del sistema estd determinada por las raices de (1/B)G.
Recordando que la ley de Walras implica que p'[—fD,;z D,y]G =
=p[—8D,z D,y]. En otras palabras (1/8)G tiene un valor propio 1/ asociado
con un vector propio (izquierdo) que es ortogonal ai espacio tangente de ¢J,.
Por consiguiente, la raiz 1/8 no tiene efecto en el comportamiento del sistema
en Q, Fuera de Q,, sin embargo, la raiz 1/§ determina el comportamiento del
sistema. En particular, si # < 1, ninguna senda con condiciones iniciales que no
satisfagan p,¥{(p,, p,} = 0 nunca puede aproximar al estado estacionario real.

Sea n~* el namero de raices de (1/8)G, excluyendo la raiz 1/8, que caen
dentro del circulo unitario. Debido a la homogeneidad, incluyendo la de z,, €l
nivel de precios esta indeterminado y podemos reducir todo en una dimensidén
mediante una normalizacién de precios. En este espacio reducido {, tiene
2n — 2 dimensiones, mientras que la condicién inicial ze(a, py) + ¥(py, P2) =0
determina en general una subvaricdad de dimensién n — 1. La intcrseccion de la
variedad estable W, con Q, tiene dimension n™* Por consiguiente, la inter-
seccion de la subvariedad de condiciones iniciales y W, ticne dimension
(n — 1) + n~% — (2n — 2). De este modo, hay las mismas tres posibilidades en el
caso real que en el caso nominal, aunque en el caso real 0<n " <2n—2
mientras que en el caso nominal 0 € n™* < 2n — 1. En particular, notese que, si
f>1yn*=n~-1, entonces el estado estacionario es determinado por las
condiciones iniciales reales pero tiene una indeterminacicon unidimensional para
las condiciones iniciales nominales.

Hasta aqui hemos supuesto que D,y es no singular en cada estado estacio-
nario. En su lugar supdngase ahora que D,y tiene rango k, 0 < k <n, en un
entorno abierto del estado estacionario (p, fp). En esta situacion linealizar E.2
produce una ecuacidn en diferencias de primer orden de dimensién n + &, el
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lugar de 2n, para reemplazar a (3.5). En otro caso nucstro analisis permanece
igual. En el caso nominal la condicién de determinacion sigue siendo n* = n — |
donde ahora 0 < #* <n+ k — 1. En el caso real la condicién de indetermina-
cion sigue siendo n™* = n + 1 donde ahora 0 < W < n + k — 2. En particular, si
k = 1, solo una indeterminacion unidimensional es posible en el caso nominal y
ninguna indeterminacion es posible en el caso real.

Que D,y tenga rango uno en el estado estacionario donde n = 2 es verdade-
ro sélo para un conjunto de cconomias cerrado, denso en ninguna parte; es una
situacion degenerada. Mas ain, si cada generacion esta formada por un solo
consumidor que vive dos periodos y que tiene una funcién intertemporal de
utilidad separable, entonces ambas D,y y D 1Z tienen a lo mas rango uno. El que
D,z tenga rango uno implica que n — 1 de los n + k = n + 1 valores propios
son cero. Las condiciones de determinacion para una economia de este tipo son,
por lo tanto, las mismas para una economia con un solo bien en cada periodo.
Esto ha sido scfialado por otros autores: Balasko ¥ Sheil [2], quienes asumen
consumidores con preferencias Cobb-Douglas, y Geanokopolos y Polemarcha-
kis [17]. Una discusion mas completa de estos problemas puede encontrarse en
Kehoe y Levine [217].

Podria conjeturarse que en el caso en que los excesos de demanda se derivan
de la optimizacion el consumidor sobre preferencias bien comportadas que la
ineficiencia en el sentido de Pareto de las sendas esta relacionada con la
indeterminacion del cquilibrio. Una reflexion momentanea del caso real mues-
tra que esto no es cierto. Si ff < 1, los precios que a través de sendas convergen
a un estado estacionario caen exponencialmente en el limife: esto significa que el
valor de las dotaciones de cada agente es finito, y, por un argumento estindar
debido a Debreu [11], todas esas sendas son eficientes. Pero B = 1 sélo implica
que ninguna senda con p 3 0 nunca se aproxima al estado estacionario real; no
pone restricciones sobre n %, Entonces si n > 1 la indeterminacion es posible. A
la inversa, si § > 1, entonces un argumento debido a Balasko y Shell [2]
implica que todas las sendas convergentes son ineficientes, pero sigue sin haber
restricciones sobre los posibles tipos de estados estacionarios.

Tal vez el caso f < 1 es el mas incomprensible de todos: aqui si n > 2
podemos tener indeterminaciones entre los equilibrios que convergen al estado
estacionario, aun cuando todas estas sendas sean eficientes en el sentido de
Pareto y todas imiten el caso de dimension finita en el que la ley de Walras se
satisface atn por la generacion inicial.

Concluimos esta seccidon sefialando que hay seis tipos posibles de estados
estacionarios: real o nominal, cada uno de los cuales puede ser inestable,
determinado o indeterminado. Si hay dos o mas bienes en cada periodo
entonces hay conjuntos abiertos de economias con cada combinacién posible.
El caso con un solo bien en cada periodo, el cual se ha estudiado mas
extensivamente, es sin embargo excepcional: la inestabilidad es imposible y, en
el caso real la indeterminacion también es imposible.
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5. Prediccion

En esta seccidn examinaremos el caso de las condiciones iniciales nominales
con mdas detalle. De nuevo nos centraremos en el entorno de un estado
estacionario estable (p, fp) con #° = n — 1, y supondremos que se satisfacen
todas las condiciones de regularidad. Nuestro objetivo se centra en como los
agentes pronostican los precios futuros. Una posibilidad es que usen la ecuacion
dinamica E.2; 0o equivalentemente, pronostiquen ¢, , = g(g,). NOtese que al
menos que n°=2n — | &ste es en realidad un sistema dindmico inestable:
pequefias perturbaciones pueden provocar que la senda se separe del estado
estacionario.

Investigaremos ahora las posibilidades alternativas que tiene los agentes
para pronosticar los precios futuros como funcion, solamente, de los precios
corrientes. Este tipo de pronostico de iteracion cerrada permite converger hacia
el estado estacionario. Sorprendentemente, es también localmente determinado:
esta restriccion sobre las reglas de prondstico es suficiente para eliminar gran
parte de la indeterminacién que encontramos en la seccién anterior, haciendo
posible 1a estatica comparativa local. Sin ser sorprendente, tal prondstico es
imposible cuando el estado estacionario es inestable. Aqui solo examinaremos
las condiciones iniciales nominales para hacer la presentacion tan sencilla como
sea posible; un analisis analogo puede hacerse para condiciones iniciales reales.

Un pronost:co de iteracion cerrada en una funcion p,,, = f(p,) que propor-
ciona los precios del periodo siguiente como una funcion de los precios
corrientes. Supondremos que j satisface los siguientes supuestos:

SUPUESTO F.1 (diferenciabilidad): f es una funcién 4* definida en un cono
abierto U, = R", . que contiene los precios relativos p del estado estacionerio.

SUPUESTO F.2: f(p) = Bp.

SUPUESTO F.3 (homogeneidad). f es homogénea de grado uno.

SUPUESTO F.4 (prevision perfecta): z(p, f(py)) + ¥ f(p). f3(p)} = 0

SUPUESTO F.5 (convergencia) lim,, . f*(p,)/| S (p)ll = p/lpll para todo
pel,.

Aqui, por ejemplo, f2(p) denota f(f(p)). El supuesto F.2 insiste que en el
estado estacionario la regla de prondstico recoge el estado estacionario. F.4 es
el supuesto de prevision perfecta: si los pronésticos se realizan, los mercados
efectivamente se vacian. El supuesto A5 dice que sélo estamos interesados en
las reglas de prondstico que permiten la convergencia hacia el estado estaciona-
rio, en otras palabras, que son estables.

Empezamos por preguntar si, para n* = n — 1, en realidad existe una regla
de pronostico que satisfaga los supuestos F.1-F.5. Como antes, consideraremos
primero el problema linealizado. Para construir una regla de prondstico
€SCOgemos vy, ..., U,_ 1, §, 108 vectores propios independientes en V,, el subespacio
estable del sistema linealizado. Es importante que podamos escoger vy, ..., v,— ),
de tal manera que los vectores complejos aparezcan en pares conjugados. Esto
se puede hacer siempre que n — 1 sea par. También siempre se puede hacer si
n* = n — 1 puesto que v, .., v,_, incluye todos los vectores propios correspon-
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dientes a los valores propios dentro del circuto de radio B y tales vectores
propios necesariamente son complejos conjugados. En el caso peculiar cuando
n — 1 es impar y no hay valores propios reales dentro del circulo de radio By
entonces no hay vectores propios reales en ¥, no podemos hacer esta eleccion
de vy,.., v,_,. Eslo no es accidental: en este caso no hay reglas de prondstico
estables de prevision perfecta.

Sea V, el espacio vectorial real generado por vy, .., t,_y, ¢; puesto que los
vectores complejos vienen en pares conjugados, el espacio es de dimensién n. Lo
qQue sugerimos es, para p, dada, escoger p,, , tal que (p, — B'p, by — B p) sea
un elemento de V,. A partir de la estructura de g existe una (nica eleccion de
P+, dado que:

SUPUESTO FR.L: v}, ..,0l_,, p son vectores independientes donde v,
i=1,.,n—1, se forma con los primeros n componentes de el v;.

Si se cumple FR.1, podemos encontrar una tnica matriz F, la cual depende
de vy,..,0,_y, tal que

(Prv1 — B7'p) = Fp, — B'p) (5.1)

sea nuestra regla de prondstico lineal.

Revisamos primero que el sistema linealizado (5.1) satisfaga la version
linealizada de F.2-F.5. Puesto quc ge Vi (p, P ¥V y, por consiguiente, Fp = fip.
Puesto que vy, ..,v, ,, ¢ son vectores propios de G, ¥, es invariante bajo el
sistema dinamico G, lo que significa que si g€V, entonces Gg,eV,. Final-
mente, puesto que V, < V, y (p, — f'p, P — fp)e ¥V, debemos tener que
im,, o, p/lpl = p/lpl.

Es natural conjeturar que podemos entonces encontrar una SeconDf(p)=F
que satisfaga los supuestos F.1-F.5: esto se sigue del teorema de linealiza-
cidn diferenciable de Hartmann en Irwin [18, p.117]. Como g es homogénea
de grado uno, f puede escogerse homogénea de grado uno. Si w' = — |, en-
tonces f es Onica. Esto es bien conocido cuando [ es lineal (ver, por
ejemplo, Blanchard y Kahn [67). 8i, sin embargo. n* > n — 1, f podria no ser
Unica, ni siquiera localmente t{mica. Ademas, en el caso en que # — | sea im-
par y que todos los valores propios de G que caen dentro del circulo de ra-
dio 8 sean complejos, f ni siquiera existird, La derivada Df(p) = F en e} esta-
do estacionario es tinica localmente, sin embargo; hay sélo un nimero grande
finito de posibilidades. Para ver esto escribase el supuesto F.4 como

(f (e, S*(p) = 9(p,» f(p.)). Diferenciando esto en p vemos que

AR

Escribiendo F en la forma candénica de Jordan F = HAH™!, vemos que

A
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R.2 implica que A es diagonal cuyos elementos son iguales a los valores propios

de G y que las columnas de
H
HA

son los vectores propios correspondientes de G. Puesto que G tiene solamente
un nimero grande finito de valores propios, s6lo hay un nimero grande finito
de elecciones de F; en realidad, nuestra construccién original es la nica forma
de obtener soluciones que satisfagan los requerimientos de estabilidad F.5,

Notese que. si #° > n + 1, hay en general muchas elecciones posibles de
Uy, .y Uy—y ¥, poOr consiguiente, de F. El hecho importante es que solo hay un
numero finite de elecciones. Ademas, bajo nuestros supuestos de regularidad, F
varia suavemente con pequefios cambios en los parametros de (y, z). Al hacer
estatica comparativa enfrentando a una seleccion de un numero grande finito de
reglas de prondstico, escogemos la tnica F que correspende a la regla de
pronéstico que se estaba usando antes del shock.

Finalmente, revisemos la condicién inicial; ésta es ahora

zo(d, py) + WPy S(0,)) =0 (5.4)

Podemos resolverla localmente para p, resultando

p, = ~(Dyzy + D,y + D,yyf) " 'Dyz4a (5.5)

6. Conclusiones

Concluimos resumiendo nuestros resultados € indicando algunas direcciones
posibles para futuras investigaciones. Cuando hay un niimero grande finito de
consumidores de vida infinita hemos demostrado que los equilibrios estan
genéricamente determinados. En el caso de las generaciones sucesivas hemos
argumentado que la determinacidn, la indeterminacion, y la inestabilidad son
todas posibles para un amplio rango de economias.

Hay un nomero de diferencias obvias en la especificacion de estos dos
modelos v en el experimento conceptual que sobre ellos hemos realizado. No
deberiamos dejar, sin embargo, que estas diferencias, que en realidad son mas
superficiales que sustantivas, oscurezcan el notable contraste entre los dos
conjuntos de resultados. Una diferencia obvia en la especificacion de los dos
modelos es que en el primero el comportamiento del consumidor estd especifi-
cado en términos de funciones de utilidad y dotaciones mientras que en el
segundo estd especificado en términos de los excesos de demanda agregada.
Como hemos explicado, sin embargo, los resultados de Mantel [24], Debreu
[14], y Mas-Collell [27] justifican el uso del concepto de exceso de demanda
agregada en €l modelo de generaciones sucesivas: en cuanto el nimero de
consumidores en cada generacion excede el namero de bicnes, on este caso 2a,
entonces todo o que la maximizacidn de la utilidad implica sobre los excesos de
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demanda agregada estad dado por los supuestos A.1-A4. En otras palabras,
podriamos haber derivado los mismos resultados para el modelo de generacio-
nes sucesivas si lo hubiéramos especificado en términos de funciones de utilidad
y dotaciones; hemos empleado la formulacién de excesos de demanda solamente
porque es mas conveniente. En el modelo con un ntimero finito de consumido-
res de vida infinita, sin embargo, el teorema de Mantel-Debreu no se cumple:
Hay mas bienes que consumidores. Reducir la dimensién del problema de
caracterizacion de equilibrios al namero de consumidores, un niimero finito, es
un paso crucial en nuestros argumentos. Es, de hecho, una pregunta abierta si
un modelo con un nimero infinito de consumidores de vida infinita tiene
genéricamente equilibrios determinados.

Un aspecto muy restrictivo de nuestra especificacion del modelo con
consumidores de vida infinita es que la utilidad es aditiva separable y desconta-
da a una tasa constante. Esto implica, por ejemplo, que, si no tienen todos los
consumidores el mismo factor de descuento y,, cutunces aquellos con factores de
descuento menores que el maximo no consumen nada asintdticamente. Conje-
turamos, sin embargo, que nuestros resultados prevalecen en modelos con
preferencias mas generales; valdria la pena verificar esto.

Deberiamos sefialar que los resultados de determinacion en el modelo con
consumidores de vida infinita no estAn de ninguna manera relacionados con los
resultados de determinacién obtenidos con el modelo de generaciones sucesivas
con un sélo consumidor con utilidades aditivas separables en cada generacion:
el altimo resultado depende de manera crucial del supuesto de un consumidor
representativo mientras que el primero no depende de dicho supuesto. Seria con
certeza itil, sin embargo, saber que la indeterminaciéon en madelos de genera-
ciones sucesivas no puede solamente surgir para un conjunto abierto de
cconomias, sino también para economias con preferencias razonables. Un paso
en esta direccion esta dado por Kehoe y Levine [20], quienes ilustran todas las
posibilidades de determinacion, indeterminacion, e inestabilidad en una €Co-
nomia en la que cada generacion esta formada por un iinico consumidor que
vive tres periodos con utilidad de elasticidad de sustitucién constante. Una
caracterizacion mas general de los valores propios en términos de los supuestos
sobre las preferencias también valdria la pena.

Otra diferencia obvia en la especificacion de los dos modelos es el concepto
de equilibrio: en el modelo con consumidores de vida infinita permitimos sendas
de precios generales mientras que en ¢l modelo de generaciones sucesivas
restringimos nuestra atencion a sendas que convergen a un estado estacionario.
Esto no debilitaria el contraste en los resultados para los dos modelos, sin
embargo, puesto que la indeterminacion del concepto de equilibrio mas restric-
tivo implica la indeterminacién del concepto general. Nuestro analisis de
equilibrio en el modelo de generaciones sucesivas puede aplicarse a sendas de
precios de equilibrio que converjan a ciclos si redefinimos las generaciones y los
periodos de tiempo: un ciclo de k periodos puede verse como un estado
estacionario de un modelo donde cada nueva generacion que se define esta
formada por k generaciones originales y cada nuevo periodo de tiempo que se
define incluye k periodos de tiempo originales. S$i fuéramos a analizar ¢l modelo
con consumidores de vida infinita usando los requerimientos de convergencia a




ESTATICA CUMPARATIVA Y PREVISION PERFECTA EN ECONOMIAS CON HORIZONTE INFINITO 223

estados estacionarios, encontrariamos, por supuesto, que cualguier senda de
precios de equilibrio es determinada o inestable. Estudiando un modelo mas
general que el nuestro, Bewley [5] ha demostrado que, si el factor de descuento
y; mas grande es lo suficientemente cercano a la unidad, entonces todos los
equilibrios, de hecho, convergen a estados estacionarios. Otra diferencia mas
entre los dos modelos se debe a la naturaleza de los dos experimentos concep-
tuales: en el modelo de generaciones sucesivas la generacién vigja inicial puede
tener derechos sobre las dotaciones de la generacian joven, ya sean nominales o
reales, positivos o negativos. En contraste, en los modelos con consumidores de
vida infinita, toda la renta se genera a partir de la venta de las dotaciones
iniciales propias. Tener derechos nominales es imposible con consumidores de
vida infinita. Los derechos reales, sin embargo, son ficilmente asignados como
(posiblemente no estacionarios) cambios en la estructura de las dotaciones.
Mientras esos cambios no resulten en rentas no positivas para cualquier
consumidor en equilibrio, nuestro anilisis sigue siendo verdadero como antes.

Podria pensarse que las diferencias en los resultados de determinacion
vienen de los requerimientos en el modelo con consumidores de vida infinita
para algan tipo de condicién de transversalidad, la cual no tiene el modelo de
generaciones sucesivas. Sin embargo, éste no es el caso. Todo lo que la
condicion de transversalidad garantizaria en el modelo de generaciones sucesi-
vas es que lim,, p, = 0. Esto obviamente excluye el equilibrio con dinero
fiduciario. También garantiza la eficiencia en el sentido de Pareto, como lo han
demostrado Balasko y Shell [1]. Puesto que es posible tener sendas de precios
de equilibrio indeterminadas que convergen a un estado estacionario con § < 1,
sin embargo, esto no garantiza la determinacion.

Para hacer que las diferencias entre los dos modelos parezcan adn mas
pequeiias, nos permitimos sefialar que el modelo con agentes de vida infinita
puede pensarse como un modelo de generaciones sucesivas donde los consumi-
dores dejan herencias a sus descendicntes o dan regalos a sus progenitores,
Barro [4] ha argumentado que, si los niveles de utilidad del tiempo de vida de
los descendientes y progenitores entran en las funciones de utilidad de cada
miembro de una familia de consumidores de vida infinita, entonces esta familia
actila como si fuera un solo consumidor de vida infinita. Aunque no hay una
razén general para sospechar que este consumidor de vida infinita tendria una
funcién de utilidad con un factor de descuento constante y separable aditiva, es
cicrtamente posible pensar en especificaciones en las que la tendria. Un proble-
ma obvio con esta clase de especificacion es que, si no todos los factores de
descuento son iguales, entonces asintoticamente, algunas familias no consumi-
rian nada: los consumidores usan casi toda su renta para el servicio de la deuda
de sus progemitores, la cual, ellos a su vez, pasarin a sus descendientes. Sin
embargo, ya hemos conjeturado que los resultados de determinacioén se cum-
plen para especificaciones mas generales que evitan este tipo de problemas.

i¢Cuales son las propiedades de un modelo en el que algunos consumi-
dores dejan herencias y otros no lo hacen, en otras palabras, un modelo con
algunos agentes de vida infinita y otros de vida finita? Muller y Woodford
[29] han considerado esta pregunta usando el enfoque que hemos desarrollado
aqui. Ellos encuentran que, aungue la presencia de consumidores de vida
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infinita elimina los equilibrios que son ineficientes en el sentido de Parcto o
incluyen dinero fiduciario, ello no elimina la indeterminacion. También extien-
den nuestro analisis incluyendo economias con produccién y activos infinita-
mente perdurables. Pueden identificar un numero de casos en los que los
equilibrios estan determinados, aunque, como en el modelo que hemos analiza-
do aqui, hay conjuntos abiertos de economias con equilibrios indeterminados.
De nuestros resultados surgen muchas preguntas interesantes: ;El resultado
de determinacion versus indcterminacién depende de nimero de agentes finilo
versus infinito o de horizontes de vida finitos versus infinitos? ;Qué propiedades
matematicas poseen los modelos con ur niimero infinito de agentes de vida
infinita? En el modelo de generaciones sucesivas hemos estudiado el comporta-
miento de las sendas de precios de equilibrio cerca del estado estacionario. ;Es
posible decir mucho acerca de su comportamiento lejos del estado estacionario?
A través de este articulo hemos supuesto expeciativas de prevision perfecta.
¢Qué alternativas tedricamente atraclivas cxisten? (En cuanto nos tenemos que
alejar del supuesto de prevision perfecta para conseguir determinacion?
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