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1. Introduccitn

En este articulo, examinamos el equilibrio de modelos de equilibrio general
con externalidades. Nos centramos en la caracterizacion de dichos equilibrios

como soluciones a problemas de optimizacién, Nuestro marco de analisis

consiste en un problema de maximizacién individual estrictamente céncavo que
depende de in vector de variables agregadas, asi como de variables de eleccion
individual. Un conjunto de condiciones laterales requiere que los niveles
agregados e individuales sean iguales. Formalmente, esta caracterizacién es
similar a la caracterizacion de Negishi (1960) de modelos de equilibrio con
consumidores heterogéneos sin externalidades como soluciones a problemas de
planificacién social. La caracterizacién de.Negishi tiene una interpretacion en
términos de eficiencia en el sentido de Pareto. Aunque dicha interpretacion
normativa no estd disponible en modelos con externalidades, esta caracteriza-
cion es frecuentemente 1til en el calculo det equilibrio o en la derivacion de sus
propiedades. : '

En trabajos recientes, Romer (1986) ha aplicado este marco a modelos con
externalidades (los primeros estudios incluyen a Arrow, 1962 v Brock, 1977). Se
ha nsado un marco similar en investigaciones mas recientes sobre impuestos:
Abel y Blanchard (1983}, Becker (1985), Danthine y Donaldson (1986), y Judd
{(1987) han investigado situaciones en las que los equilibrios pueden caracteri-
zarse como soluciones a problemas de maximizacién (sin restricciones laterales).
Braun (1988), L.-J. Chang (1988), Jones y Manuelli {1988), Kehoe y Levine
(1985) y McGrattan (1988) usan ¢l marco mis general. Ginsburgh y van der
Heyden (1988} fo han aplicado a modelos con precios fijos institucionalmerte.
Finalmente, Kehoe, Levine y Romer (1989) proporcionan una aplicacién
eseneral a imnnestns v externalidades.
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Este articulo se centra en los problemas que surgen debido a que los
parametros del problema de maximizacién estan determinados enddégenamente,
En general, los parametros que satisfacen las condiciones laterales se hallan
resolviendo un problema de punto fijo. Este problema de punto fijo puede
tener soluciones multiples. Howitt y McAfee (1988) y Spear (1988) proporcionan
gjemplos dindmicos en los que las externalidades causan multiplicidades, de
hecho, un continuo de equilibrios. Ajustamos dicha clase de ejemplos en nuestro
marco y proporcionamos un ejemplo adicional de externalidades y equilibrios
multiples.

Un aspecto interesante de los ejemplos con multiplicidad de equilibrios es
que ilustran la importancia del problema de punto fijo que involucra los
parametros y las condiciones laterales: ningin problema de maximizacidn
estrictamente concavo puede tener miultiples equilibrios como soluciones. Otro
aspecto interesante, enfatizado por Spear (1988), es que un coatinvo de equili-
brios en un modelo dinamico estd asociado cominmente con la posibilidad de
equilibrios de manchas solares. Estos son equilibrios en los que la incertidum-
bre extrinseca, incertidumbre que no afecta directamente ia funcién de utilidad,
las dotaciones, o la tecnologia de producci6n, afecta el equilibrio solamente por
que los agentes lo esperan. En realidad, el métode de Woodford (1986) para
construir equilibrios de manchas solares en modelos de generaciones sucesivas
con un continuo de equilibrios deterministicos puede ampliarse ficilmente al
ejemplo de este articulo, B

Como una ilustracion final del uso de condiciones laterales en los calculos,
consideramas como las externalidades positivas pueden llevar a un crecimien-
to continuado. Siguiendo a Romer (1989), usamos las condiciones laterales
para resolver explicitamente la tasa de crecimiento del equilibrio.

2. Marco general

Para ilustrar como puede caracterizarse el equilibrio como soluciones. a
problemas de optimizacion, cuil es el valor de esta caracterizacion, y cuiles son
sus limitaciones, estudiamos algunos ejemplos sencillos. Todos los ejemplos se
ajustan a un marco general: El equilibrio resuelve ¢l problema de elegir el vec-
tor x para resolver

max wix, z)

sujeto a
xeT(z)

Aqui w es una funcion de bienestar social distorsionada; x incluye los vectores
de oferta y demanda individual de los consumidores y las empresas; z es un
vector de parimetros agregados y, en una economia con consumidores hetero-
géneos, incluye ponderaciones sobre las utilidades individuales. El conjunto de
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continiua que toma valores convexos en x, entonces la solucion x(z) y el

asociado de multiplicadores de Lagrange p(z) son correspondencias que 1
valores convexos y son continuas superiormente en z. Si w es estricta
concava en x, entonces x{z) en una funcién (univalorada) continua; s
continnamente diferenciable, entonces p(z) también es una funcién (unival
contipua. Tipicamente, p(z) puede interpretarse como precios. En equilib
parametros z son enddgenos puesto que dependen de Ia solucidn del pre
de optimizacion: ademas de resolver el problema de optimizacion anteri
equilibrio (z, p, 7} debe satisfacer las condiciones adicionales,

ll’(xs 228 =0

donde el vector Y(x, p, z) tiene la misma dimension de z. Al usar el proble
optumzacmn para definir x y p como funciones de z, se obtiene un SlStE

"ecuaciones en z, y{x(z), plz), z) =

Para itustrar la aplicabilidad de este marco en un contexto familiar, cc
rese un modelo de intercambio purc con dos consumidores, dos bienes
externalidades: Cada consumidor elige el plan de consumo (¢}, ¢5) para r¢

max uich, ch)

sujeto a -

pich + pach < pywh + powh
¢z0
Aqui # es una funcidn de utilidad monotonamente creciente, estrict:
céncava, y continuamente diferenciable, p, y p, son precios, y wy ¥
dotaciones.

El teorema de Kuhn-Tucker dice que las condiciones necesarias y sufi
para una solucion a este problema son que exista un multiplicador de La

no-negativo A, tal que

uich, ) —Ap; <0, =0sic>0, j=12

Pi€h + Pach — pywh — pw; €0, =0si 4>0
Donde i es la derivada parclal de ' con respecto a ¢&. Un equilibrio

modelo es ua vector (pl, Py ¢}, 03, €2, ¢3) tal gue cada consum:dor maxit
utitidad dados los precios ¥y

c} +ed - wj —w}<2, =0sip;>0, j=12

Considérese ahora ¢l problema de elegir la asignacién (ci, c3. ele
resolver el problema de planificacion social
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sujeto a

ci+ea<wi+wl j=12

donde «; y a, son las ponderaciones de bienestar no-negativas. Las condiciones
necesarias y suficientes para una solucién a este problema son que existan
multiplicadores de Lagrange no-pegativos p; y p, tales que

apiel, cd) —p;<0, =0sici>0, i=12 j=12

1 2.1 .2 —0 < :
w,-.+wj-—cj--cj20, =0sip;>0, j=12

Notese que, si igualamos ¢ y p; a sus valores de equilibrio y fijamos o, = 14, el
equilibrio resuelve este problema de planificacién social. Esto, por supuesto, es
el primer teorema de bienestar: un equilibrio competitivo es eficiente en el
sentido de Pareto. Notese también que cualquier asignacion eficiente en el
sentido de Pareto y los multiplicadores de Lagrange asociados satisfacen todas
las condiciones de equilibrio excepto, posiblemente, las restricciones presupues-
tarias individuales. Este es el segundo teorema de bienestar: cualquier asigna-
cidn eficiente en el sentido de Pareto puede implementarse como un equilibrio
competitivo con transferencias de pagos.

El enfoque de Negishi (1960) para caracterizar el equilibrio de este modelo
consiste en considerar las funciones de ahorro que indican hasta qué punto la
asignacion asociada con las ponderaciones {«,,) viola la restriccion presu-
puestaria: ‘

sAey, ay) = E2o ) pioty, agdlwh — oy, a5)]

Haciendo dichas funciones de ahorro iguales a cero cotresponde 2 las condicio-
nes de equilibrio y{c, p, %) = 0 en la formulacién general. En lugar de calcular el
equilibrio resolviendo para precios tal que las funciones de exceso de demanda
sean iguales a cero, Negishi propone resolver para ponderaciones de bienestar
tales que las funciones de ahorro sean iguales a cero. En realidad, las funciones
de aharro tienen muchas similaridades con las funciones de exceso de demanda:
puesto que las funciones de ahorro son homogéneas de grado uno y suman
cero, las funciones s{x,, ¥,}/; tienen las mismas propiedades formales de las
funciones de exceso de demanda de un modelo de intercambio puro (diferente)
con dos bienes. Para calcular un equilibrio, necesitamos sdlo resolver
5,(o, 1 — &) = 0. Este enfoque frecuentemente es mas facil que buscar los precios
que igualan las funciones de exceso de demanda a cero, especialmente en
modelos con mas bienes que consumidores.
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3. Una econoniia estitica con externalidades

Regresamos ahora a economias con externalidades. Primero, consids
bn ejemplo estatico. Para que la presentacidn sea simple, retenemos el
del consumidor representativo. Como en la seccidon anterior, podemo
mente usar el método de Negishi para incorporar heterogeneidad de co
dores.

Hay un continuo de consumidores idénticos. Sea u{c, x) la func
utilidad del consumidor representativo donde ¢ es su consumo del tnic
producide y x es el consumo de ocio. Suponemos que u €5 continu
diferenciable, estrictamente concava y mondtonamente creciente. {Estos s
tos son mas fuertes de lo necesario; se hacen sélo para facilitar la present
El consumidor esta dotado con una unidad de trabajo, la cual puede co
como ocio 0 usarse para producir output del bien de consumo.

El output.del bien de consumo es producido por un nimero infii
empresas idénticas. Debido a que hay una externalidad de atascamie
funcion de produccion de la empresa representativa f(#, L), depende n
mente de la cantidad de trabajo como tnput, £, sino que también de la c:
promedio de trabajo como input en la econoimia, L. Suponemos que f(.
dos veces continnamente diferenciable y satisface f; >0, f;, <0, y f; <

Enfrentandose a precios (p, w) del producto y trabajo y para w
promedio de beneficios de produccién =, el consumidor elige (¢, x) para r

max u(c, x)
sujeto a

petwxsw+n

cx=0

Las condiciones necesarias y suficientes para una solucién a este proble
que exista un multiplicador de Lagrange no-negativo 1 tal que

e, x)—Ap <0, =0sic>0
e, x) — w0, =0six>0

wt+n—pc—wxz=0 =0si>0

Enfrentindose a precios (p, w} ¥ un nivel promedio de input de traba
cualquier parte de la economia, la empresa elige £ para resolver

max pf(¢£, L} — wf

Las condiciones necesarias y suficientes para una solucion de este proble
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Un equilibrio de este modelo es un vector (p,w,w L, ¢, x,£) tal que el
consumidor maximiza su utilidad tomando p, w y n como dados; la empresa
maximiza sus beneficios tomando p, w y L como dados; y

n = pf{¢, L) —
L=¢
c—fl£&,L)<0, =0sip>0
x+£—-1<0, =0siw>0
Los equilibrios de este modeio no son, por supuesto, eficientes en el sentido

de Pareto. Considérese, sin embargo, el problema de elegir ¢, x, y /£ para
resolver el problema de «Pareto».

max u(c, X)

sujeto a
c<fl£.1)
x+f=sl

e,x,£=0

Notese que L se toma como un parametro dado. Asociado con cada nivel de L
hay un problema diferente y una solucién asociada diferente. Las condiciones
necesarias y suficientes para una solucién a este problema son que existan
multiplicadores de Lagrange no-negativos p y w tal que

Hle,x)—p<0, =0sic>0
e, x) —w<0, =0six>0
pilt.L)—w<0, =0si/>0
flt,L)—c=20, =0sip>0
tex=¢20, =0siw=>0

Si normalizamos los precios tal que A =1 y hacemos n = pf(¢, L) — w/, enton-
ces una solucion a este problema satisface todas las condiciones de equilibrio
excepto, posiblemente, £ = L.

E! encontrar seluciones para la condicién lateral £/ = L es equivalente a
encontrar el equilibric de este modelo en la misma forma que encontrar
soluciones para la condicion lateral s (o, 1 — o) = 0 es equivalente a encontrar
el equilibrio de la economia de intercambio de la seccién anterior, Para
cualquier nivel de trabajo promedio como input, sea /(L) la demanda de trabajo
en la solucién del problema anterior. La concavidad estricta de u y f implica

Y o S L e
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£{L}

GRAFICO 1

Regresamos ahora al estudio del ntmero de equilibrios. En una
interior las condiciones de equilibric pueden combinarse para lievar :

u[f(6, L1 = £1A(0, L) — w,[f(4, 1), 1 - £] =0

Supongase que L = #£(L), 0 < L < 1, es una solucion al problema de pun
que, en el equilibrio en el que c =f(L, L), x=1—-L,y £ =1L,

u ST — 2u,fy + ufyy +u; #0

Entonces el teorema de la funcién implicita dice que #(L) es contim
diferenciable en algin entorno abierto de L y que

—uy fifs —ufi; Yo fo
upy fy = 2uy2fy 4 Sy + thas

£(L) =

Supongase ahora que las funmones uy f son taIes que hay una soluc:on

EYPESN
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£(L)

GRAFICO 2

Considérese, por ejempio, una economia en la cual

e, X} = Te + 7/2x — 5/2¢%2 — 1/2x* — 2ex

fl&, Ly=31/32 +9/8¢£ —1/8¢> — L
Hay un equilibrioen el que f=L=1—-x=1/2y ¢=f(1/2,1/2) = 1. En es-
te caso, u;(1,1/2)=1, uy(1,1/2)=1, wup,{1,1/2)=~5 u;,(1,1/2)= -2,

upa(L 12y = =1, A2 12D =1, fll/2,1/2)= —1, fi,{1/2,1/2)=—1/4, ¥
112(1/2,1/2) = 0. Ademis,

(12 =4/3> 1

Por consiguiente, esta economia tiene multiples equilibrios. Hay dos equilibrios
adicionales. Los tres se enumeran a continuacion

L P w (4 x

o0 - 532 9/16 31/32 1
1 1 1 1 1/7
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Néotese que estan ordenados en el sentido de Pareto: u(31/32,1) > (1,
> u(31/32,0).

Hay necesariamente un equilibrio dnice, sin embargo, si la externali
suficientemente pequefia. Si la externalidad es pequefia entonces f, y £,
cerca del cero. En este caso, #(L) estd siempre cerca de cero. Para que
miiltiples equilibrios, sin embargo, es ‘necesatio que #(L) = 1 en algin
librio. ' : o

4. ‘Dieterminacién en una economia dinimica con externalidades
Considefemos ahora el caso dinamico con una externalidad en el cor
E] consumidor representativo de vida infinita elige la sucesion de consw
€1, - que Tesuelve ' :
max £ o fulc)

sujeto a

EloPC S EZo Ve

‘€ =0

Donde 8, 0 < f§ < 1, es un factor de descuento; u(c,) es continuamente d
ciable, estrictamente concava, 'y moh6tonamente- creciente; po, Py, o ¢
sucesion de precios; € yo, ¥, -» € UNa sucesion de-rentas.

El sector de produccion tiene una externalidad al considerar que la p

cion del bien de consumo depende no solamente de los inputs de capital

una cantidad fija de trabajo, sino que también depende del consumo prc
C,. Aungue no se intenta’ que este modelo sea realista, se podria imagin
dicha externalidad se debe a males contagiosos en niveles de consumo
Suponemos que la funcién de produccion f(k, C,) es continuamente dife;
ble y que satisface f,> 0, f,; <0, ¥y que f,; > 0. Implicitamente, ha
funcién de produccion F(k,, £, C,) que exhibe rendimientos constantes en
Si la tasa de depreciacion del capital es 6,

f(er Ct) = F(k" 1: C,) + (1 -_ 5)k'

Las condiciones necesarias y suficientes para una solucidén de este prc
son que exista un multiplicador de Lagrange no-negativo A tal que

Fu(c)—ip, <0, =0si¢>0,1=0/1,..
E2or—Ehop 20, =0sii>0
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Dadas las sucesiones pg, py,... ¥ Co, Cy, .., 1a empresa representativa elige
kg, ky, .., para resolver :

max Erm=0 [p:f(kn Cr) - ptk:+ 1] - rOkO
Las condiciones necesarias y suficientes para una solucidén son

Pofilke. Cad—ro <0, =035siky>0
Perifilbe s Ce) — P <0, =0sik,, >0 t=0.1,..
limpk, =0

t—+ o0

Un equilibrio es una sucesioén de la forma (p,, y,, C, ¢, k) ¥ un precio para el
stock de capital inicial r, que satisface las anteriores condiciones de maximiza-
ciéon para el consumidor y la empresa y las condiciones adicionales

y = Pf(kn C:)a L= 0: 11 b
o+ ko, —flk,C)<0, =0sip >0 t=0,1,.
ko —ky, <0, =0sir,>0 '

C,=c,
El problema de «Pareto» para esta economia es

max % fulc,)

sujeto a

otk Sflk,C), 1=1,2,..
ko< ky -

Cp kx =20

De nuevo una solucién a este problema satisface todas las condiciones del
equilibric excepto, posiblemente, las condiciones laterales C, = ¢, Para cual-
quier sucesion Cy, C,, ..., la concavidad estricta de u y f implica que este
problema de optimizacion tiene una solucién fnica. El resolverle para un
equilibrio es, sin embargo, significativamente mas dificil que en el ejemplo
anterior: Necesitamos encontrar un punto fijo de una funcién de dimension
infinita,

C,=c(Cyp, Cy, ), t=0,1,..
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objetivo principal de este articulo es la caracterizacién, mas que la exister
equilibrio, no afrontaremos este problema. :

Como en los modelos de Howitt y McAfee (1988) y Spear {1988), |
modelo con externalidad dindmica puede en verdad tener um conti
equilibrios. Supongase que las condiciones de primer orden del probls
«Pareto» se satisfacen todas con igualdad. Podemos entonces reducir €]
ma de encontrar un equilibrio al problema de encontrar soluciones’ al
de dos ecuaciones en diferencia de primer orden

—u(c) + Bu(ces N filkre s Cos =90
f(k,,c',) - kz+1 —¢=0

Estas ecuaciones en diferencia requieren dos condiciones iniciales. El valc
estd dade. ;Cuanta libertad hay al escoger c,? Para responder a esta pr
podemos linealizar esta ecuacién en diferencias alrededor de una s
estacionaria (¢, k). (Para garantizar la existencia de tal solucién tendrian
imponer restricciones adicionales a f el ejemplo que construiremos, sin
g0, tiene dicha solucion estacionaria). El teorema de la variedad estable |
la teoria de sistemas dinimicos dice que, en casos no degenerados, Io

cierto en la linealizacion, es cierto también en el sistema no-lineal er

entorno abierto de la solucion estacionaria (ver, por ejemplo, brwin, 1
Para estudiar el comportamiento cualitativo de la linealizacion calc
las raices de su polinomio caracteristico, en este caso cuadritico. Si el 1
de ambas raices de este polinomio cuadritico son menores que uno, e
todos los valores de &, y ¢, permiten converger a la solucion estacionar
modulo de una raiz es menos que uno, y el de la otra es mayor qu
entonces existe un conjunto afin unidimensional de valores de k, y
conducen a la convergencia a la solucién estacionaria. Si ninguna raiz es
que uro en modulo, entonces todas las soluciones a la ecuacidn en dife
divergen de la solucion estacionaria al menos qie {¢,, ko) = (¢, £).

El teorema de la variedad estable local dice que, si ambas raic
menores que uno en médulo, entonces 12 variedad estable del sistema n
—el conjunto de valores (c,, ko) que conducen a la convergencia a (¢, k)
entorno abierto de (¢, £) en R si una raiz es mayor que uno y la otra es
que uno, entonces es una variedad unidimensional que contiene a (¢, £)

" mejor aproximacion lineal cerca de (& K). es el conjunto estable del :

linealizado; y si ninguna de las raices es menor que uno, entonces es e
punto (¢,K). Es solo cuando una de las raices es exactamente igual a

-médulo que el comportamiento del sistema linealizado no proporcio:

guia del sistema no-lineal.

Como k; esta dado, dos raices menores que uno en mddulo implic
hay un continuo de equilibrios indexados por la eleccion de ¢o: Dado ¢
podemos calcular la sucesidn (¢, k), (Cs, k»), ... usando la ecuacion en «
cias. Los valores de las otras variables pueden calcularse entonces usai
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igual a 0, en dicho caso las condiciones de primer orden no se cumplen todas
con igualdad. i, sit embargo, los valores del estado estacionario de g4, y f'f
son todos estrictamente positivos, entonces el que las dos raices de la funcién
caracteristica cuadratica sean menores que uno en modulo garantiza un conti-
nuo de equilibrios si k; esta lo suficientemente cerca de k. Noétese que es
imposible que ambas raices sean menores que uno en modulo en un modelo
cuyo equilibrio resuelve un problema de optimizacién concavo sin parimetros
enddgenos: como hay un tnico equilibrio, las raices forman ya sea'un punto de
sifla, una menor que uno en médulo v la otra mayor que uno, o inestabilidad,
ambas mayores que uno.

En una solucién estacionaria (& k), si existe, este sistema puede linealizarse

como
u'+ puf; Bufy, (C:-n —¢ — ( u’ 0 (Cr - 5)
0 1 kt+1_E fz_l fi kr__‘ﬁ
Podemos escoger u y f tal que haya una sclucidn estacionaria a esta ecuacién

en diferencias con un continuo de soluciones que converjan a ella y satisfagan
ko = k. Para hacerlo asi, elegimos u y f tal que los dos valores propios de la

matriz
(“” + fufy, puf, 1)_1( u” 0)
0 1 =1 fi

sean ambos menores que uno en modulo. Estos valores propios son soluciones
de la ecuacion caracteristica

opi® + Aoy =0

donde
ag = —u"/B
oy = Wi+ ufy, +uw — puf(f— 1)
ay = —u’ — fuf,

Supdngase, por gjemplo, que (£ £) = (2, 1), B=1/2, w(2) =8, «"(2) = -2,
ALY =2, (L,2)=2, f1,(1,2) = —2 y f,,(1,2) = —3/4. Entonces a, = 4,
o =—4 ¥ o¢,=5. En este caso los dos valores caracteristicos son
A=2/51 4/5i, los cuales tienen moéduio jif = 0.8944. Como en el ejemplo
estatico, podemos elegir funciones cuadraticas u y f que satisfagan estas
restricciones:

ticy=12¢ — ¢
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Notese que, para que haya ua continuo de equilibrios, requerimos q
f12 sean significativamente diferentes de cero. Si f, v f,, estan cerca de ¢
otras palabras, si la externalidad es pequefia, entonces el sistema line:
exhibe inestabilidad o un marcado punto de silla, Esto elimina un conti
equilibrios. que converjan al estado estacionario donde (¢, &) = (2, 1).

5. Crecimiento endégeno en una economia dinimica con externalidades

Consideramos un modelo dinamico con una externalidad de prod
mas realista. Por sencillez, eliminamos precios suponiendo que cada co
dor opera su propia empresa. El consumidor representativo de vida
elige la sucesiébn de consumo ¢y, ¢y, ..., para resolver

max L2, fulc,)

sujeto a ¢, > 0 y a la tecnologia de produccién. El output esta dado p
funcion f(k, K} donde k es el stock de capital que pertenece a los consun
v K es el stock de capital agregado. Suponemos que f es dos veces col
mente diferenciable y que cumple f,, f; = 0, f,; < 0. Este es un ejemplo
externalidad del tipo desbordamiento spili-over: entre mas grande es el st
capital de otras empresas, mayor es €l output que una empresa particular
alcanzar. Tal desbordamiento puede ser una importante fuente de creci
para paises en vias de desarrollo. Puesto que el output puede consun
ahorrarse, tenemos, la restriceién de produccién

koo =flk,K)—¢
k=20
Los parametros endogenos son en este caso K, y la restriccién lat

k, = K,. Resolviendo el problema de optimizacion vemos que la condie
primer orden, o ecuacion de Euler, es

—ule) + Bu(e e ) filkiw 1o keny) = 0

la cual, junto con las restricciones, es un sistema de segundo orden.
Si tomamos w{c) = loge y f(k,K) =k + 6k*K" con a+ 1 =1, pc
resolver explicitamente este sistema:

Kiry =k + OKK]
-1

1,
[4 c

. SR}

{L+ Ok [ {KT, ) =0
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Estas ecuaciones se simplifican, obteniéndose

ki ={1+0k ~c
C+p = (1 + Ba)fic,

por lo que ¢, = {{1 + Bx)f]c,. Sustituyendo en la primera ecuacién, vy haciendo
la conjetura k, = [{1 + Ba)fT'k,, encontramos

1+ 0By =(1 + kg —cy 0 co=[(1—F)+6(1 —ap)lk,

Dadas la expresién para K, caleulada anteriormente, se sigue que la tecno-
logia a la que se enfrenta un agente individual se parece a la que experimen-
ta cambios tecnoldgicos exdgenos que proceden a una tasa exponencial constan-
te. La. tecnologia puede escribirse de la forma f(k,t) = k + 6k*A4y' donde
v = [{1 + 6x)8]". Al nivel de la economia comeo un todq, el mod’elo claramcnte_:
muestra que la tasa de cambio tecnoldgico se determina endbgenamente. Si
todos los consumidores son mas pacientes en ¢l sentido de que S es grande', o si
el parametro de productividad 8 es més alta, o si el término desb?rfiamlento
1 — « es mas pequefio, entonces la tasa implicita de cambio tecnologico ¥ que
estd disponible para cunalquier individuo sera mas rapido. Como resultado, el
crecimiento agregado serd méas rapido. Este tipo de inodelo de crecimiento
sencillo con efectos externos puede, por lo tanto, propoercionar una sencilla
descripcion de una tasa de cambio tecnologico que es exdgena desde el punto
de vista de cualguier individuo o empresa, aunque esta 'detern'une_tdo enddgena-
mente en la economia como un fodo.

6. Ventajas y limitaciones del enfoque

Para calcular el equilibric de modelos de equilibrio general debemos, en
general, poder resolver problemas de punto fijo. (Ver U.'2a“."f1 (1962) y_Sca_rf
(1982) para una discusién de este problema.} La'c:aractenzf'mon del eql‘n.hb‘no
como soluciones a problemas de optimizacion es itil en el calculo de eqp;hbnos
en la medida en que es facil encontrar el problema d_e optimizacién que
resuelve un equilibrio. Siempre hay vn problema de optimizacién trivial que
resuelve un equilibrio (X, p):

max — (Ix — x[I* + {ip — pll%)

La tnica forma de que podamos encontrar este’ problemq, sin embargo, consiste
en calcular el equilibrio por algin otro medio. Este tipc de caracterizacion
obviamente no es muy atil. Otro punto valioso de tratar acerca de los proble-
mas de ontimizacidn aue podemos considerar es que todos los problemas de
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Cualquier problema de punto fijo puede reformularse como un problen
optimizacién,

max — |z — g(z) |}

Debido a que la funcion objetivo no es concava, sin embargo, esta formul
no es muy util.

Algunas veces puede demostrarse que el equilibrio de modelos sen
resuelven problemas de optimizacion con pocas o ninguna condicién la
Considérese, por ejemplo, modelos sin externalidades en los cuales los con:
dores satisfacen las condiciones de agregacion que considera Gorman (I
donde las funciones de utilidad son todas homotéticas e idénticas ¥y
dotaciones arbitrarias, y por Chipman (1974), donde las funciones de uti
son también homotéticas pero posiblernente diferentes y fos vectores de dot
nes son proporcionales. En cualquier caso el equilibrio podria, por sup:
caracterizarse como soluciones a la maximizacion de una suma ponderac
las utilidades individuales. Sin embargo, hay caracterizaciones ajternativa:
evitan el uso de ponderaciones de bienestar que deben resolverse para con
nes laterales.

Considérese primero el caso en el que las funciones de utilidad son idén
Sea u la representacién homogénea de grade uno de la funciér de uti
comiin. Entonces el equilibrio Gnico de un modelo con m consumidores pL
encontrarse resolviendo

max wZ]L, )
sujeto a

IR, —In  wieY
donde Y es el cone de produccién convexo y cerrado.

Considérese ahora el caso en el que las funciones de utitidad son difere
pero las dotaciones son todas proporciones positivas 8, I, 8, = 1, del
tor de dotaciones agregado w. (Esta condicidn asegura que la distribucio
la renta es fija). Sea ' la representacién homogénea de grado uno de la fur
de utilidad del consumidor i. Entonces, el tinico equilibrio de este modelo
de encontrarse maximizando I, §;log w(c’) sujeto a las restricciones de |
bilidad.

Un atractivo mayor para poder caracterizar un equilibrio de un mc
como una solucién a un problema de optimizacidn sin restricciones late
consiste en asegurarnos que el modelo tiene un equilibrio Gnico. Si existe ¢
problema de optimizacién para un problema dado que involucre externalid:
independientemente de que sea o no ficil de encontrar, es una cuestion d
tegrabilidad. Dechert (1978) proporciona las condiciones necesarias y sufici
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continuo. Pesafortunadamente, aunque sin duda hay mucho campo para la
investigacidn en esta area, las condiciones de integrabilidad aparentan ser o
muy dificiles de comprobar, o muy restrictivas.

Nuestro enfoque también puede ser util para la derivacion de propiedades
de equilibrios con externalidades. Jones y Manuelli (1988) y Kehoe y Levine
(1985), por ejemplo, consideran modelos dindmicos que satisfacen propiedades
de estacionariedad fuerte. Utilizando técnicas de la teoria de programacion
dindmica, los impuestos distorsionadores de Jones, cuyos efecios son similares a
los que causan las externalidades, la inversion en bienes de capital heterogéneos
debe de maximizar una funcidn social de rendimientos distorsionada. Ademas,
los precios de los bienes de inversion son las derivadas parciales de esta funcion.
Como la funcion es cdncava en los bienes de capital, Kehoe y Levine argumen-
tan que, bajo ciertas condiciones, esto tiene implicaciones empiricas.

Sin duda, seria posible derivar los resuitados de Jones-Manuelli y de Kehoe-
Levine examinando las condiciones de equilibrio para el modelo sin utilizar la
caracterizacion de la optimizacion. Sin embargo, la teoria de programacion
dinamica proporciona un conjunto poderoso de herramientas que pueden
facilitar gran parte de las demostraciones. )
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